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Introduction Les coordonnées sphériques

Les fractales sont des objets geométriques ayant des La Figure 4 montre les coordonnées sphériques (p, 6, ¢) d’un point P dans le plan 3D.
propriétés particulieres. En effet, leur structure est tres Nous avons :

irréguliere et souvent autosimilaire. Certaines fractales » p > 0 est la distance de l'origine 3 P;

peuvent étre genérees en utilisant une iteration de nombres e 0 <0 < 2m est I'angle formé par I'axe des x positif et la projection de P dans le
complexes. C’est le cas de I'ensemble de Mandelbrot qui est plan xy:

une fractale en deux dimensions. Il est possible de » 0 < ¢ < estl'angle formé par I'axe des z positif et le segment de droite OP.
genéraliser ce concept en utilisant d’autres nombres pour

obtenir des fractales en trois dimensions. Pour passer des coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes, on utilise les
équations suivantes :

Objectif : Géneéraliser I'ensemble de Mandelbrot en trois

dimensions a l'aide des coordonnées sphériques en utilisant X = psin ¢ cos 6, y = psind sin0, Z = pcos . Figure 4 - Les coordonnées sphériques d’un
un produit similaire au produit de nombres complexes. point.
Remarque

Il existe un autre systeme de coordonnées semblable, les coordonnées géographiques. Dans ce systeme, les restrictions
surlesanglessont—n/2 <¢p <m/2 et <O <.

Ensemble de Mandelbrt

Le nombre 1 est un nombre imaginaire tel que

i2=—1.

Produit sphérique de deux quaternions purs

Puisque les quaternions purs sont en trois dimensions, on peut les utiliser comme support pour représenter les
coordonnées sphériques a l'aide des équations présentées ci-haut. On note |la représentation sphérique d’un quaternion
C=XTY] purqg = ai + bj + ¢k :

Un nombre complexe ¢ s’écrit

\ ) — (i i 0+ 0+ k |
ou x et y sont des nombres réels. Ces nombres sont donc q = p(isingcosb +jsin¢sinbd +kcos ¢)

représentes en deux dimensions. Dans le plan 2D, la multiplication de deux nombres complexes unitaires résulte en une rotation dans le plan. Nous

généralisons cette rotation dans le plan 3D en définissant le produit sphérique. Le produit sphérique de deux quaternions
purs g, et g, se note:

q1 Xs G2 = p1p2 (isin(¢py + @) cos(6, + 0;) + j sin(¢p; + ¢,) sin(6, + 6,) + Kcos(py + ¢3)).

La structure algrébrique (ImH, X) forme un magma unifére commutatif.

Figure 1 : Représentation graphique d’un
nombre complexe

Généralisation de I'ensemble de Mandelbrot

On définit 'ensemble de

Mandelbrot M comme _dr | l’ensemble de Mandelbrot sphérique M;,,;; est obtenu en
étant l'ensemble  des | & S 4 considérant les quaternions purs en représentation sphérique ¢, tels
nombres complexes ¢, tels e 5 que la suite

que la suite , Cm+1 = Cm Xs Cm + Co

9 reste bornée.
Cm+1 — Cm + CO

La Figure 5 montre deux points de vue de I'ensemble en trois
dimensions.

reste bornée.

Figure 2 : Ensemble de Mandelbrot et ses Remarque
couches de divergence. Lorsque les coordonnées géographiques sont utilisées comme Figure 5 : Représentation de 'ensemble de Mandelbrot sphérique en

représentation sphérique, 'ensemble obtenu est différent [1]. collaboration avec Dominic Rochon.

Les quaternions Théoréme

Un quaternion pur appartient a I'ensemble de Mandelbrot sphérique si et seulement si les itérés sont bornés par 2.

On obtient les quaternions en ajoutant de nouvelles unités
imaginaires aux nombres complexes. Lensemble des Les Figures suivantes, générées en utilisant le théoreme précédent, présentent trois coupes de I'ensemble de Mandelbrot

guaternions est noté sphérique. On peut voir que les coupes sont contenues dans un disque de rayon 2 centré a l'origine.
H= {a + bi + cj + dk|a,b,c,d € R}

aveci’ = j* = k* = ijk = —1.

Cet ensemble en quatre dimension forme un corps non-
commutatif.

Un quaternion pur est un quaternion tel que a = 0. Ce sous-
ensemble des quaternions, dénoté ImMH, est donc en trois
dimensions. Les quatemiOHS purs sont notamment utilises Figure 6 : Coupe de I'ensemble de Figure 7 : Coupe de I'ensemble de Figure 8 : Coupe de I'ensemble de
pour faire des rotations en trois dimensions. De plus, on peut Mandelbrot sphérique en x = 0. Mandelbrot sphérique en y = 0. Mandelbrot sphérique en z = 0.
les utiliser pour représenter un point dans le plan 3D en
positionnant les vecteurs unitaires i, j et K sur les axes x, y et
Z comme sur la Figure 3.

Conclusion
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